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Исследуется свойство локальных формаций p -разложимого дефекта 2. Формация – класс групп, 
замкнутый относительно взятия гомоморфных образов и конечных подпрямых произведений. Показано, 
что решетки разрешимых локальных формаций с p -разложимым дефектом 2 имеют достаточно про-
стое строение. Этот факт позволяет широко использовать такие решетки в различных вопросах клас-
сификации локальных формаций конечных групп. В данной работе устанавливается одно решеточное 
свойство локальных формаций, имеющих p -разложимый дефект 2: тогда и только тогда разрешимая 
приводимая локальная формация  имеет p -разложимый дефект 2, когда она содержит ровно 2 раз-
личные неприводимые не p -разложимые локальные формации.  
 
Введение. Группы, которые рассматриваются в данной работе, все предполагаются конечными. 
При необходимости, все интересующие определения и обозначения можно найти в [1 – 2]. Здесь же, в 
целях удобства чтения, определим некоторые из них, являющиеся основными для данной работы.  
Если класс групп замкнут относительно взятия гомоморфных образов и всегда из 1/ NG  и 
2/ NG , где 121 NN , следует, что G , то такой класс называется формацией. Отображение f клас-
са  всех групп во множество всех формаций групп называется локальным экраном, если справедливы сле-
дующие условия: 1) )1(f ; 2) )()( BfAf  для любого простого р и любых неединичных р-групп A  и В; 
3) )()( )( pfGf Gp  для любой неединичной группы G . Если для всех ( / )p H K , )()/(/ pfKHCG G , 
то главный фактор KH /  группы G  называется f -центральным. Если  – класс всех групп с  
f -центральными главными факторами, то локальный экран f называется локальным экраном формации . 
Локальной называется формация, обладающая хотя бы одним локальным экраном. В ряде случаев конст-
рукции локальных экранов позволяют изучать свойства локальных формаций, на этих экранах построен-
ных. Локальная формация, которая может быть представлена в виде объединения своих собственных 
локальных подформаций в решетке локальных формаций, называется приводимой. Локальная формация, 
которая таким свойством не обладает, называется неприводимой. 
В работе [3], А.Н. Скиба ввел понятие -дефекта локальной формации как длины решетки локальных 
формаций, заключенных между и . В этой же работе были получены результаты для класса всех 
нильпотентных групп, что послужило толчком к изучению решеток локальных формаций [4 – 9]. Пожалуй, 
самой главной особенностью таких решеток оказалось то обстоятельство, что в общем случае, они моду-
лярны, но не дистрибутивны. В данной работе устанавливается некоторое свойство одной из них, кото-
рое было получено при проведении исследований в указанном направлении.  
Предварительные результаты. В целях краткости изложения, будем использовать следующие 
обозначения: p  – формация всех p -разложимых групп; p  – формация всех нильпотентных p -групп; 
'p  – формация всех 'p -групп; – формация всех единичных групп. Доказательству результата работы 
предварим несколько вспомогательных утверждений. 
ЛЕММА 1. В формации ll 21 , где 1  и 2  – различные минимальные локальные 
не p -разложимые формации, а  – некоторая локальная p -разложимая формация, не существует дру-
гих минимальных локальных не p-разложимых формаций, отличных от 1  и 2 .  
Доказательство. Предположим противное, т.е. что в формации  существует такая минимальная 
локальная не p -разложимая формация 3 , что 13  и 23 . Пусть p1 . Тогда 
121 ll . Согласно лемме 20.2 [2], для любого {1, 2, 3}i   , 1i  – максимальная локаль-
ная подформация формации i . Поэтому ввиду решеточного изоморфизма  
12211121 // lllll , 
формация 11 l  является максимальной локальной подформацией формации . Поскольку p  яв-
ляется 2-кратно-локальной формацией, то согласно лемме 2 [6] в формации 11 l  не может содер-
жаться формация 3 . Следовательно, 131 ll . Рассуждая аналогично, можно также полу-
чить, что 132 ll . Обозначим через 1 2 3 1, , ,h  h  h  m  минимальные локальные экраны соответ-
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ственно формаций 1321 ,,, . Ввиду теоремы 8.3 [2], а также леммы 1 [6] формация  имеет такой 
минимальный локальный экран ,f  что 132131121 mhhmhhmhhf llllll . Отсюда, в ча-
стности, следует, что fhfhfh 321 ,, .  
Для описания каждого из экранов будем пользоваться теоремой 8.3 [2], согласно которой всякая 
локальная формация  обладает единственным минимальным локальным экраном x  и при этом  
( / ( ) | ), ( );
( )
, ( ).















Поскольку p1 , то '1 )( pqm , если pq . Кроме того, если воспользоваться указанным 
выше описанием минимального локального экрана, то получим, что )(1 pm . Следовательно, экран f  
будет иметь следующие значения:  
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где , {1, 2, 3}i j    и ji . Согласно теореме 18.20 [2] ( {1, 2, 3})i ilformG i   , где iG  – такая моноли-
тическая группа, что ( )ip G  и выполняется одно из следующих утверждений: 1) iG  – простая неабе-
лева группа; 2) iG  – группа Шмидта; 3) iii HPG ][ , где )( iGi PCP i  – минимальная нормальная под-
группа группы iG , а iH  – простая неабелева 'p -группа. Как замечено в [4], в случае, когда iG  – группа 
Шмидта, ее можно считать группой Шмидта с тривиальной группой Фраттини, т.е. iii QRG ][ , где iR  и 
iQ  – силовские подгруппы группы iG , причем iQ  – группа порядка iq , а )( iGi RCR i  – минимальная 
нормальная ir -подгруппа группы iG .  
Для доказательства леммы нужно рассмотреть все возможные случаи, когда каждая из указанных 
групп iG  имеет один из перечисленных видов, и в каждом из них получить противоречие. Однако ввиду 
полученных выше вложений экранов достаточно, не ограничивая общности доказательства, рассмотреть 
только три ситуации: когда все три группы одного типа, когда все три группы разных типов и когда у 
двух групп типы совпадают и отличаются от типа третьей группы. Более того, в каждой из ситуаций раз-
личные случаи, различающиеся лишь упорядочением, эквивалентны.  
Рассмотрим первую ситуацию. Пусть все три группы являются простыми неабелевыми. Поскольку p  
делит порядок каждой из них, то 1)( ip GF  для любого {1, 2, 3}i   . Следовательно, получаем равенство 
}){}({}){}({ 2131 GGformGGform . Поэтому группа 3G  является прямым произведением изоморф-
ных копий группы 2G . Это означает, что 23 HH , и приходим к противоречию с нашим предположением.  
Пусть все три группы являются группами Шмидта. Достаточно рассмотреть два случая: когда у 
одной из них нормальной является p -подгруппа, а у двух других нормальны 'p -подгруппы и наоборот. 
Причем и здесь не нужно учитывать упорядочение.  
Пусть в 3G  нормальна p -подгруппа. Рассмотрим вначале случай, когда в 1G  и 2G  нормальны 
соответственно 1q -подгруппа и 2q -подгруппа. Тогда 11)( GGFp и 22 )( GGFp . Следовательно, 
))(/( 33 GFGform p , что может быть возможно только в том случае, когда 3G  является p -разложимой 
группой. Следовательно, рассматриваемый случай невозможен.  
Пусть теперь в 1G  нормальна p -подгруппа, а в 2G  – 2q -подгруппа. Тогда 22 )( GGFp  и получим 
равенство )).(/())(/( 1133 GFGformGFGform pp  Следовательно, 13 qq . Тогда 1)()( 31 GFGF qq  и по-
этому ))(/())(/( 3311 GFGformGFGform qq . Это означает, что 13 lformGlformG , т.е. 13 HH . Получаем 
противоречие с предположением. Поэтому рассматриваемый случай невозможен. 
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Рассмотрим теперь случай, когда iii HPG ][ , где )( iGi PCP i  – минимальная нормальная под-
группа группы iG , а iH  – простая неабелева 'p -группа для любого {1, 2, 3}i   . Так как )( iGi PCP i  
для любого {1, 2, 3}i   , то для значений экранов на p  получим равенство: 
}){}({}){}({ 2131 HHformHHform . 
Поскольку iH  все являются простыми неабелевыми группами, то, как и выше: 23 HH . Отсюда, 
в частности, следует, что 
3 2( ) ( )H H . Пусть 2 1( ) \ ( )t H H . Поскольку 2H  – 'p -группа, то pt , 
поэтому 1)()( 23 GFGF tt  и 11)( GGFt . Поэтому на t  получаем следующее соотношение значений 
экранов: ))(}({ 123 tmGformformG . 
Согласно следствию 8.6 [2] для максимального внутреннего локального экрана h  формации p  
выполняется равенство ).()( 1 tmth t  Значит, 3G  – монолитическая группа из ).(\))(}({ 12 thtmGform  
Следовательно, согласно теореме 3.37 [2] группа 3G  – гомоморфный образ группы .2G  Но 1P  – единст-
венная минимальная нормальная подгруппа группы 1G  и )( 1Pp . Следовательно, 23 GG . Значит 
13 HH , и получаем противоречие.  
Рассмотрим теперь ситуацию, когда все три группы являются группами разных типов. Пусть 3G  – 
простая неабелева группа, 1G  – группа Шмидта, 222 ][ HPG , где )( 22 2 PCP G  – минимальная нормаль-
ная подгруппа группы 2G , а 2H  – простая неабелева 'p -группа. Поскольку 33 )( GGFp , а 22 )( PGFp , 
то получаем соотношение: ))}(/({ 2113 HGFGformformG p . 
Предположим, что в 1G  нормальна силовская p -подгруппа. Тогда )(/ 11 GFG p  и 2H  – 'p -группы, 
поэтому рассматриваемый случай невозможен. Если же предположить, что в 1G  нормальна силовская  
p'-подгруппа, то 11)( GGFp , и снова приходим к противоречию. 
Третья, последняя, ситуация рассматривается аналогично. Лемма доказана.  
ЛЕММА 2. В разрешимой формации l , где  – неприводимая локальная формация  
p -разложимого дефекта 2, а – некоторая локальная p -разложимая формация, существует единствен-
ная минимальная локальная не p-разложимая формация.  
Доказательство. Как и выше, согласно теореме 2 [4] lformG , где HRG ][ – монолитическая 
группа с монолитом )(RCR G , и выполняется одно из следующих условий: 1)  – группа Шмидта с 
тривиальной подгруппой Фраттини, причем если p  делит || H  и не делит || R , то в H нормальна си-
ловская p -подгруппа; 2) H – циклическая примарная группа порядка pqq ,2 ; 3) H  – неабелева груп-
па порядка 3q простой нечетной экспоненты pq . 
Минимальный локальный экран f  формации  имеет такие же значения, как и в лемме 2: 
1
1 '
( / ( )), ;
({ / ( )} ( )), ( ) \{ };
( )





form G F G q p
form G F G m q q G p
f q
m q q G
q
 
Пусть H – группа Шмидта с тривиальной подгруппой Фраттини и ( )p R . Пусть SQH ][ , где 




({ } ( )), ;
( )




form S m q q t
f q
m q q p t
q
 
Поскольку формация  не p -разложима, то в ней содержится хотя бы одна минимальная локаль-
ная не p -разложимая формация. Действительно, пусть 11 lformG , где 111 ][ TPG  – группа Шмидта с 
тривиальной подгруппой Фраттини. Пусть )( 11 1 PCP G  – t -группа, а 1T  – группа порядка p .  
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Тогда минимальный локальный экран 









Поскольку ,/ formHQHS  то )).(}({)()( 111 tmSformtfformTth  Кроме того, )()(1 pfph . 
Поэтому 1 . Следовательно, 1  и есть та минимальная локальная не p -разложимая формация, 
которая содержится в формации . Предположим, что в  содержится еще одна минимальная локаль-
ная не p -разложимая формация .22 lformG  Пусть 2h  – ее минимальный локальный экран. Поскольку 
формация  разрешима, то 2G  – группа Шмидта с тривиальной подгруппой Фраттини. Пусть ,][ 222 TPG  
)( 22 2 PCP G  – 2t -группа, а 2T  – группа порядка p . Тогда .)( 222 formTth  Для того чтобы 2H , 
нужно, чтобы )()( 22 tfth . Следовательно, tt2 . Но тогда приходим к тому, что 21 . Пусть те-
перь 2P  – p -группа, а 2T  – группа порядка 2t . Тогда 22 )( formTph . Поэтому должно быть, что 
formHformT2 . Поскольку 2| ( ) | 1T , а | ( ) | 2H , то, более точно: formHformT2 . Согласно 
лемме 18.2 [2] formQ – единственная максимальная подформация формации formH . Значит, 
formQformT2 . Однако Q  – группа порядка p , а 2T  является 'p -группой. Приходим к противоре-
чию. Следовательно, .  
Рассмотрим теперь случай, когда H  является 'p -группой Шмидта. Пусть Q  – t -группа, а  




({ } ( )), ;
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form S m q q t
f q
m q q p t
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Поскольку QHST /1 , то ).()( 11 pfformHformTph  Очевидно, что 1 . Пусть 2P  – 
p -группа, а 2T  – группа порядка 2t . Тогда 22 )( formTph . Следовательно, для того чтобы FH 2 , 
нужно, чтобы st2 . Но тогда получим, что 12 HH . Пусть теперь 2P  – t -группа, а 2T  – группа поряд-
ка p . Тогда 222 )( formTth . Но в рассматриваемом случае ')( pqf  для всех q . Поэтому FH 2 .  
Рассмотрим случай, когда R  – t -группа, Q  – p -группа, а S  – группа порядка t . В этом случае 




({ } ( )), ;
( )




form H m q q t
f q
m q q p t
q
 











Следовательно, легко убедиться в том, что 1 . Если 2P  – p -группа, то 2)( formTph  и поэтому 
2T  – группа порядка t . Но тогда получим 21 . Пусть тогда 2P  – 2t -группа, а 2T  – группа порядка p .  
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Значит, по тем же соображениям, что и выше, приходим к тому, что 2 .  
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Очевидно, что 1 . Если 2P  – p -группа, то снова получаем, что 21 . Пусть тогда 2P  – 











Снова получаем, что 2 . Пусть HRG ][ , где )(RCR G  – p -группа, а H  – циклическая 
примарная группа порядка 2t , причем pt . В этом случае  
1 '
, ;




f q m q q p
q
 











Следовательно, 1 . Случай, когда 2P  – p -группа приведет к тому, что 21 . Если же 2P  – 
2t -группа, а 2T  – группа порядка p , то получим, что 222 )( formTth , и поэтому 2 . Случай, когда 
H  – группа порядка 
3t  простой нечетной экспоненты pt  аналогичен. Лемма доказана.  
ЛЕММА 3. В разрешимой формации l1 , где 1  – некоторая неприводимая локальная 
формация p -разложимого дефекта 2, а  – некоторая локальная p -разложимая формация, не сущест-
вует других неприводимых локальных формаций p -разложимого дефекта 2, кроме формации 1 .  
Доказательство. Предположим, что в формации  существует еще одна неприводимая локаль-
ная формация 2  с p -разложимым дефектом 2. Согласно теореме 2 [4], для }2,1{i , ii lformGH , где 
iii HRG ][  – монолитическая группа с монолитом )( iGi RCR i  и выполняется одно из следующих усло-
вий: 1) iH  – группа Шмидта с тривиальной подгруппой Фраттини, причем если p  делит порядок iH  и 
не делит порядок iR , то в iH  нормальна силовская p -подгруппа; 2) iH  – циклическая примарная груп-
па порядка 2q , где pq ; 3) iH  – неабелева группа порядка 
3q  простой нечетной экспоненты pq .  
Пусть p1 . Понятно, что 11 l  и что 1112 ll . Поскольку форма-
ция 1  неприводима, то она обладает единственной максимальной локальной подформацией, которая 
имеет p -разложимый дефект 1. Следовательно, l11 , где 1  – минимальная локальная не  
p -разложимая формация, а – некоторая локальная p -разложимая формация.  
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Очевидно, что )( 111 pll . Поэтому ввиду решеточного изоморфизма  
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1/ ( ) / ( ) / ( )l l l l l l l l p  
получаем, что )( 11 pl  – максимальная локальная подформация формации 1l . Поскольку 
p -разложимый дефект формации 2  равен 2, то )( 112 pl . Следовательно, ввиду приводи-
мости формации , получаем, что 12 l , и, так же как и при доказательстве предыдущей лем-
мы, легко строим минимальный локальный экран f  формации : 
1
1 '
( / ( )), ;
({ / ( )} ( )), ( ) \{ };
( )
( ) , ( ) \ ( );
, ( ).
i p i
i p i i
p
form G F G q p
form G F G m q q G p
f q
m q q G
q
 
Очевидно, что при pq получим следующее равенство значений экранов:  
)).(/())(/( 2211 GFpGformGFpGform  
Рассмотрим вначале ситуацию, когда группы 1G  и 2G  являются группами разных типов. При 
этом, как и в предыдущей лемме, не будем учитывать упорядочение.  
Пусть 1H  – группа Шмидта с тривиальной подгруппой Фраттини. Тогда во всех логически возможных 
случаях получаем, что 1 1| ( / ( )) | 2G Fp G . Пусть 2H  – либо циклическая группа порядка 
2q , либо неабелева 
группа порядка 2q  простой нечетной экспоненты q . Тогда в любом случае получим, что 2 2| ( / ( )) | 1G Fp G . 
Следовательно, ввиду полученного выше равенства значений экранов приходим к противоречию.  
Если 1H  – циклическая группа порядка 
2q , то )(/ 11 GFpG  – абелева группа, а, если 2H  – неабе-
лева группа порядка 3q  простой нечетной экспоненты q , то )(/ 22 GFpG  – неабелева. Следовательно, 
рассматриваемый случай ввиду отмеченного равенства также невозможен.  
Пусть теперь 1H  и 2H  – группы Шмидта с тривиальной подгруппой Фраттини. Если 1( )p H , 
то 1 1( / ( ))p G Fp G . Если же 2( )p H , то 2 2( / ( ))p G Fp G . Получаем противоречие с тем же равенст-
вом. Следовательно, рассматриваемый случай невозможен. Предположим, что 1H  и 2H  – обе pd -группы 
и пусть в 1H  нормальна силовская p -подгруппа, а в 2H  – нет. Тогда в обоих случаях (когда 1| ( ) | 2G  
и когда 1| ( ) | 3G ), получаем, что 2 2( / ( ))p G Fp G  и 1 1( / ( ))p G Fp G . Это означает, что мы снова 
приходим к противоречию с нашим равенством экранов. Пусть теперь в обеих группах 1H  и 2H  нор-
мальны силовские p -подгруппы, но 1| ( ) | 3G , а 2| ( ) | 2G . Тогда получаем соотношение 
pqmformGFqGform ))(())(/( 111 , которое противоречит тому, что 1 1( / ( ))p G Fq G .  
В случаях, когда 1G  и 2G  – группы одного типа, в каждом из логически возможных случаев получим, 
что эти группы либо изоморфны, либо порождают одну и ту же локальную формацию. Лемма доказана. 
Основной результат. ТЕОРЕМА. Тогда и только тогда разрешимая приводимая локальная фор-
мация  имеет p -разложимый дефект 2, когда она содержит ровно 2 различные неприводимые не p -
разложимые локальные формации.  
Доказательство. Необходимость. Пусть разрешимая приводимая локальная формация  имеет 
p -разложимый дефект 2. Тогда, согласно теореме 2 [4] возможен один из следующих случаев: 
1) 1 2l l , где  – некоторая локальная p -разложимая формация, а 1  и 2  – различные 
минимальные локальные не p -разложимые формации; 2) 1l , где – некоторая локальная  
p -разложимая формация, а 1  – неприводимая локальная формация p -разложимого дефекта 2.  
Прежде заметим, что в любом случае, в формации  не может содержаться неприводимой ло-
кальной формации, p -разложимый дефект которой больше, чем 2, поскольку это противоречит опреде-
лению p -разложимого дефекта. 
Пусть выполняется первое условие. Поскольку минимальные локальные не p -разложимые форма-
ции являются неприводимыми [2], то остается показать, что других неприводимых не p -разложимых фор-
маций, кроме 1  и 2  в формации  не содержится. Действительно, согласно лемме 1 в формации  не 
может содержаться другой минимальной локальной не p -разложимой формации, кроме 1  и 2 . Допус-
тим, что в формации  содержится какая-нибудь неприводимая локальная формация p -разложимого де-
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фекта 2 и обозначим такую формацию через . Согласно лемме 2 равенство l  невозможно, по-
скольку в формации l  может содержаться единственная минимальная локальная не p -разложимая 
формация. Пусть, например, это формация 1 . Но тогда, поскольку формация  приводима, то 
1ll . В этом случае согласно теореме [10]  – локальная формация p -разложимого де-
фекта 3. Полученное противоречит условию теоремы. Следовательно, в рассматриваемом случае в фор-
мации содержатся ровно 2 различные неприводимые не p -разложимые локальные формации.  
Пусть теперь выполняется второе условие. Тогда получим, что в формации  содержится непри-
водимая локальная формация p -разложимого дефекта 2, в которой в свою очередь содержится некото-
рая минимальная локальная не p -разложимая формация. Согласно лемме 2 и лемме 3 других неприво-
димых локальных не p -разложимых формаций в формации  не существует. Таким образом, доказа-
тельство необходимости завершено. 
Достаточность. Пусть некоторая разрешимая локальная формация  содержит ровно две различ-
ные неприводимые локальные не p -разложимые формации. Тогда согласно теореме 2 [4] p -разложимый 
дефект формации  не может быть меньше, чем 2. Если же предположить, что этот дефект больше, чем 2, 
то согласно теореме [10] в формации  будут содержаться более чем 2 неприводимые локальные не  
p -разложимые формации. Получаем противоречие с условием теоремы. Следовательно, p -разложимый 
дефект формации  равен 2. Теорема доказана. 
Заключение. Полученный в работе результат позволяет сделать вывод о том, что решетки разре-
шимых локальных формаций, которые имеют p -разложимый дефект 2, имеет достаточно простое строе-
ние. Этот факт позволяет широко использовать такие решетки в различных вопросах классификации ло-
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The property of localized formations of p -dissolvable defect 2 is under consideration. A formation is a 
class of groups, closed with the relation to captures of homomorphic images and final subdirect products. It is 
shown that lattices of resolvable localized formations with p-dissolvable defect 2 have quite simple structure. 
This fact allows to use such lattices in different issues of classification of localized formations of final groups. In 
the given work one  latticial property of localized formation with p -dissolvable defect 2 is determined: then and 
only then the  resolvable reducible localized formation  has p -dissolvable defect 2, when it contains equally 2 
different irreducible not p -dissolvable localized formations.  
